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Entropie : propriétés

Initialement, mesure de I'information ' dans le cas discret
fini ... avec quelques propriétés

P,Q, R probabilités discreétes de cardinal du support n ; py est
la probabilité associée a k® événement, k=1,...,n; et PQ
est une loi jointe ayant pour marges P et Q.

On note H(P) = H(p1,p2,- - -, Pu)

'suivant les lignes de J.-F. Bercher, LIGM, UMR 8049, ESIEE/Université
Paris-Est, elles méme extraites de « Méthodes d'inversion appliquées au
traitement du signal et de I'image», ISBN 2746245485, |.-F. Giovannelli et ].
Idier éditeurs, Hermeés-Lavoisier, décembre 2013.
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Entropie : quelques propriétés

@ symétrie: H (p1,p2,-..,pn) Ne dépend pas de l'ordre des
événements

® p— H(p,1—p) continue

© H(33) =1

@ récursivité (branchement) : H,11 (p191, 192,92, - - - s Pn) =
H, (plvp% s vpﬂ) + p1H> (qh ’72)

@ expansible : Hy41 (p1,p2, -, Pn,0) = Hy (p1, P2, - - -, Pn)

0 sous-additivité : H(PQ) < H(P) + H(Q) et additivité dans
le cas indépendant : H(PQ) = H(P) + H(Q))

@ sous-additivité conditionnelle :
H(PQ|R) <H(P|R)+H(Q|R)

© récursivité généralisée :
Hy1 (p191, 7192, P2, - - pn) = Hu (p1,p2, -, Pn) +
m (p1) Hz (41, q2)-
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Entropie : quelques propriétés

e Les 4 premiers postulats - axiomes de Faddeev [Fad56]
- suffisent a caractériser I'entropie de Shannon

n
H(P) = — Zpilngi'
i=1

e Levé du postulat de récursivité (prop. 4) et ajout d'une
exigence d'additivité : les solutions possibles incluent en
particulier 'entropie de Rényi.
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Entropie : quelques propriétés

e Remplacement de récursivité (prop. 4) par récursivité
générale (prop. 8) avec m(p1p2) = m(p1)m(pz)

* en particulier m(p) = p7, conduit a 'entropie d’ordre g,
H,(P) = 5=— (3_iL, p! — 1) introduite par Havrda et
Charvat [Hav67], indépendamment par Dardczy
[Dar70], puis redécouverte dans le champ de la
physique statistique par C. Tsallis [Tsa88].

® Pourg > 1, ces entropies sont sous-additives (prop. 6),
mais ne sont pas additives.

® Dans le cas q =1, I'entropie d'ordre g = 1 n'est autre que
I'entropie de Shannon.
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Entropie : quelques propriétés

e Dans l'axiomatique de Faddeev, Rényi a proposé de
remplacer le postulat de récursivité (prop. 4) par la
propriété d'additivité, et d’'ajouter une propriété de
moyenne de I'entropie, qui spécifie que I'entropie de
'union de deux distributions de probabilité incompléetes
est égale a la moyenne pondérée des entropies des
deux distributions.

e Lorsque la moyenne utilisée est une moyenne
arithmétique : unique solution, entropie de Shannon.

¢ Lorsque la moyenne utilisée est une moyenne
exponentielle : entropie de Rényi H,(P) = ﬁ log >0, pl.
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Entropie : quelques propriétés

e Une autre maniere (d'appréhender I'entropie de Rényi)
est : 'entropie de Shannon est la moyenne
arithmétique, avec les poids p;, des informations
élémentaires I; = — log p; associées aux différents
événements.

* En remplagant la moyenne arithmétique par une
moyenne de Kolmogorov-Nagumo, I'entropie devient
Hy (p1,--pn) =¥~ (X pip (—logpi)).

® Sous une condition supplémentaire d'additivité et sous
lim,_,0 Hy (p, 1— p) = 0, alors cette entropie est soit
I'entropie de Shannon, soit I'entropie de Rényi, avec
g >0.

* Anouveau, par la régle de 'Hépital, on retrouve
I'entropie de Shannon pour g = 1.

® Par ailleurs, pour g = 0, I'entropie de Rényi devient
I'entropie de Hartley, le logarithme du nombre
d'événements de probabilité non nulle.
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Entropie dans le cas continu

Dans le cas continu, on définit I'entropie de Shannon
associée a une densité f(x) = 3—5 au sens Radon-Nikodym
par

H(P) =~ [ Fx)logf(x)dx.

Cela correspond presque au passage la limite de lI'entropie
de Shannon dans le cas discret, a une constante additive
tendant éventuellement vers l'infini prés, voir [Pap81]

-> Entropie différentielle.
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Entropie dans le cas continu

Jaynes [Jay63] explicite la mesure p sous-jacente avec P < p
: 'entropie différentielle correspondante (u-Entropie) est
anrs.définie par H,(P) = — [ f(x ) log £ “(x) dp(x).

Par ailleurs, on remarque que

H(P) = - [ fx)logflx)ds

= - [ Gl Wt

Puis, on explicite la quantité d'information apportée par P
par rapport a ce qui est "chargée" par Q a la place de p avec
PetQ, deux distributions de probabilité de densités

flx) = dﬂ Petg(x) = dQ - par rapport a une mesure commune
etavecQ < P,

HP/Q) =~ [ 92 (x)1og S (1)dQ()
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Entropie dans le cas continu

He/Q - - [ j‘é(x) log fé(x)d@(x)

[ dP/du() , dP/du()
= =] d0/dulx) ' d0jdu(x) 1™

- dp dP/du(x)
= = | @WE gy

f)
—/mm%@wm

-> Similaire a une divergence de Kullback-Leibler au signe
pres [Kul59]. On note cette divergence par:

D(P/Q) = /fmgimu

avec la convention 0log 0 = 0.
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Entropie dans le cas continu

e Pour Q uniforme par rapport a u, au signe pres la
divergence de Kullback D(P/Q) devient une u-entropie.

e Pour u mesure de Lebesgue -> entropie différentielle de
Shannon

® Pour u mesure de comptage -> entropie de Shannon.
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Entropie dans le cas continu

Versions continues des entropies de Rényi et Tsallis, pour un
index g # 1.

i _dP
Soitf(x) = a

e Entropie de Tsallis

SyuP) = = ([ £ dute 1)

e Entropie de Rényi

1

Hyu(P) = 7 s

log [ £ dut)
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Entropie dans le cas continu

Comme précédemment, on leur associe une divergence de
maniere naturelle. Exemple avec la divergence de Rényi.
Soient f(x) = g—z etg(x) = % densités de P et Q par rapport
a une mesure commune g, avec Q < P. Entropie de Rényi

Hy(P) = 115] log / (0 du(x)

Divergence de Rényi

Dy(P/Q) = 1= lox [ Fx)'~7 o)

(lorsque g — 1 -> divergence de Kullback).
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Combien d’entropies ?

| Topological

(Emperical Mode Decomposition Energy) (Tsalis Permutation]

(Minimum)  [e-Smooth Rényi

Rényi Permutation | {Catich

Talls] [(Permutation

|Spectral] ~|Sorting

lMaximum
Rényi | | Harvrda-Charvét Structural o

Quelques entropies selon le temps, échelle logarithmique,
Source : M. Ribeiro et al, The Entropy Universe, Entropy 2021, 23, 222
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Qui inspire quoi ?

C Sibos
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A B Ache same as B

A= =B A generalization of B

B A related to B

Univers des entropies temporelles
Source : M. Ribeiro et al, The Entropy Universe, Entropy 2021, 23, 222
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Selon les domaines

Measure Fu.
Rényi Permutation

Rank-based
Kemeis Entrol

Les dix domaines qui citent le plus chaque "article source" des
entropies, selon les domaines de recherche de WoS (cf en annexe
selon scopus). Légende : 0 domaine de recherche le moins cité, a
10 domaine de recherche le plus cité
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I --divergence : ¢

Comme vu précédemment, de trés nombreuses
divergences -> sous-classe de divergences convexes :
I~-divergence, issues d’'une fonction ¢.

On désigne par ¢ toute fonction convexe

® d(p) ={x € R,p(x) < oo} domaine de ¢

e infd(yp) et sup d(p) les points terminaux respectivement
du domaine de ¢

e sa conjuguée convexe ¢* (transformée de
Fenchel-Legendre)

©*(x) = sup{xy — p(y)}.
yeR
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I.-divergence : ¢

Hypothéses sur .

@ ¢ est strictement convexe et d(¢) contient un voisinage
deO

® ¢ est deux fois différentiable sur un voisinage de 0
© ¢(0)=0etpM(0)=0
0 »?(0) >0, (i.e. ¢ admet un unique minimum en 0).
Ainsi,
® o* convexe et s.c.i., domaine de définition d (¢*) non
vide
o o estinversible et ¢*(x) = x.pM 71 (x) — ¢ (pM71(x))

o (o1 = pM-Tet (p*)? (0) = 0"
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I.-divergence : ¢

Remarques : plusieurs notations pour I --divergence.
Les différences essentielles

@ l'inversion de ¢ et ¢* : les hypotheses portent toujours
sur ¢, sans conséquence car se propagent a la version
duale;

® version renormalisée (minimum en 0 au lieu d'en 1)
[Rao91];

@ tableau synthétique avec des noms différents
(Kullback-Leibler pour 'un, Kullback-Liebler modifié
pour l'autre... etc.

Mais identiques en réalité.
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Discrepencies de Cressie-Read

Sous-classe des I +-divergences : tres utilisées, les
Cressie-Read.

Dans le cas général, les Cressie-Read s'écrivent pour

aeR/{0,1}
o (I+x0)*—ax—1
P (%) = ala—1)
palx) = (a=1)x+1)aT —ax—1

(0}
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Discrepancies de Cressie-Read

. «@ d (@Oé)
Divergences Pal*)

& - pa () d (o)
Entropie 1 e —1—x R
relative (x+1)log(x+1) —x ] —1,+o0]

—log(l —x) —x | — o0, 1]
Kullback 0 x —log(1+x) | —1,+o0]
. /(2 x) |~ 0,2
Hellinger | 0.5 2Vt 1) — 172 11, 4o0]
v
» x/2 R
X 2 x2/2 R
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I.-divergence : ¢

Introduite par Csizar [Csi63] [Csi67] pour des probabilités,
et étendues par plusieurs auteurs aux mesures positives,
puis aux mesures signées de masse 1 ou non, la
p*-divergence associée a ¢, appliquée a Q mesure signée et
P, mesure positive, est définie par:

Jo " (% - 1) dP  siQ < P etsi défini
+00 sinon.

I@*(Q/P) = {

Grace a la convexité de ¢, [« est convexe en Q, et si de plus
p* est strictement convexe autour d’'un voisinage de 0,

I,-(Q/P) =0 «=Q=P.
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Dualité : processus empirique

On observe un n-échantillon Xy, ..., X, de R7, de loi P. Soit
P, la mesure empirique définie par

1 n
Pn = E Z 5Xi
i=1
ou dy, est la mesure de Dirac.

Dire que Q, < P, signifie donc que Q,, évolue dans P, avec

My = {Qn = qibx,, qi € R} :

i=1
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Dualité : Contraintes

Travaux statistiques avec I~ divergence relatifs a

I'estimation par région de confiance d'un parametre 6 de
dimension g.

ou de tests statistiques qui reviennent également in fine a
proposer une région de confiance pour ce parametre.
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Dualité : Contraintes

Travaux différents selon la forme de ¢ par rapport a P, la loi
de Xj, et n.
Exemple :

e espérance d'une fonction f évoluant dans une certaines
classes de fonction F : Ep(f(X1,6)) =0;

e éventuellement, 4 > n ou du méme ordre ;

e extension a des parametres de contraintes

fonctionnelles plus généraux § = T(P) avec T de
M C Ly (F) dans R7 Hadamard différentiable en P € M 2

2tangentiellement a B(F,P). On note T est HDTy — P, si et seulement s'il existe une application linéaire
dTp : M — R, telle que pour toutes suites ., — n € B(F, P) et pour t, — 0, lorsque n — oo on a

T (P + tapn) — T(P)

0 —dTH:-u”:OO(L
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Dualité : Contraintes

Pour I'exposé, contrainte linéaire Ep(f(X1,0)) = 0.
On se sert de la forme de la contrainte sous P, en exigeant le
respect d'atteinte de cette contrainte pour une mesure
signée Q,

EQn(f(Xl,H)) =0, f e F

On remarque qu'alors
Eq, (f(X1,0)) — Ep, (f(X1,0)) = —Ep, (f(X1,0)).

Une catégorie de travaux relaxe cette exigence d'atteinte
de la contrainte, en demandant que Q, évolue dans une
boule autour de la contrainte.
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Dualité sur des mesures signées : Kuhn et Tucker

Si 'on suppose qu'il existe une mesure signée Q,,, dominée
par P,, respectant la contrainte et les conditions de
qualification Qual(P,) pour une fonction ¢ donnée (avec les

hypotheses précédentes), alors le probleme primal égale le
probléme dual.

Qual(Py) { Qn < Py, Qn mesure signee, Eq, (f(X4,6)) =0

infd (¢*) < infq ?ﬂ,: < supq ZPZ < supd (¢*)
alors
(Ba(0) =) inf {Ip+(Qu/Pn)}

Qn < Py
Eq,—p, (f(X1,0)) = —Ep, (f(X1,0))

= sup {—XEp,(f(X1,0)) — Ep, (¢ (Nf(.,0))) }

AERT
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Dualité sur des mesures signées : Kuhn et Tucker

De plus si ¢’ a des limites finies a droite et a gauche aux
frontieres de d(¢p), alors le sup du probleme dual est atteint
enun )¢ et Iinf du probléme primal est atteint en une
mesure signée QY avec

QY = (1+ ¢ (W) )Pa-
On rappelle que

M, = {Q mesure signée avec Q < P,}
= {Q = ZQipr (qi)1<i<n € R”} ;
i=1

Ainsi, il existe toujours une mesure signée Q, € M,
respectant la premiere condition de qualification Qual(P,,).
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Dualité sur proba : enveloppe convexe

Lorsqu’on maintient la condition Q, probabilité, on impose
que le parametre recherché soit a I'intérieur de I'enveloppe
convexe des observations.

-> |e probléme n’a parfois pas de solution.

Pour remédier a cela, dans le cadre de la divergence de
Kullback Leibler modifiée qui va chercher un optimal sur les
probabilités, plusieurs études ont proposé des variantes.

-> présentation en image pour les 1éres.
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, Kullback

X2 X5

X1 X4
+ +

Représentation des X;, avec (n,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, Kullback

X2 X5

+ +
X1 X4

o + X6 +

.
8o
.
X3

Représentation des X; avec 6y, (1,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, AEL

X2 X5

+ +
X1 X4

+: X6 +

+
8o
.
X3

Représentation des X; avec 6, et I'enveloppe convexe des X;,
(nvq) = (672)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, AEL

X2 X5
+ +

X1 X4
o + +X6 +
8o

~ +X3 ’
jiml
05 10 15 Z‘U 25 30 35 40
Figure: Representation of X/s, fori=1,...,n+1, 6, convex hull of

the Xi's, (n,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, AEL

Figure: Représentation de X;, pouri=1,...,1n+ 1, , enveloppe
convexe des X;, (n,9q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, AEL

Figure: Représentation de X;, pouri=1,...,n + 1, 6y, enveloppe
convexe des X;, et X,,, X, 1, (n,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, AEL

X2 X5

Figure: Représentation des X;, 6, et enveloppe convexe des X;,
(717 4) = (67 2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, BAEL

X2 X5
+ +

XL X4
o + +X6 +
8o

o~ +X3 '
05 1.0 15 Z‘U 25 30 35 40
Figure: Représentation des X;, pouri=1,...,n, 6y et enveloppe

convexe des X;, (n,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, BAEL

X2 X5

+ +
. Xn =

® +X1 X6 : . Xn+1 +X4

8o
) X3 v
+)’zn+1
05 10 15 Z‘U 25 30 35 40
Figure: Représentation des X;, pouri=1,...,n+1, 6y, X,11,

convex hull of the X/'s, et enveloppe convexe des X;, (1,4) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, BAEL

A
3 Xn+2
X2 X5
+ +
- oo -
Xt . 3 X4
L + X6 ., n+l +
+
8o
X3 : 0
~ + Xne1
*)’zml

Figure: Représentation des X;, pouri=1,...,1n+2,5 = 1.8, f,
enveloppe convexe des X;, et des X;, et de X,,, X, 1, (1,q) = (6,2)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, BAEL

®
A
Xn+2
T _
| T
| X—o X5
| + —t
| \
| \
\‘ \
| X=X \
| . ©2=An < \
| Xt R X4
o X6 n+l +\
+ \\
\\
\ 90 \
~\2(3 ! \ A
o T ——— - \ Xn+1
—\
Xn+1
s
T T T T T T
05 1.0 15 20 25 30 35

Figure: Représentation des X;, pouri=1,...,n +2, 6, et
enveloppe convexe des X;, X;, X;, et X, Xy41,

XH+2' (”7’1) = (672)
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, pénalisation

Autres études relaxent la contrainte en modifiant la
divergence de Kullback.

e (PEL) Revient a pénaliser le probleme dual avec un
terme correspondant d'une part a la contrainte et
d’autre part a I'inverse de la matrice de covariance
empirique (plus précisémment d'une version modifiée
de cette derniére pour existence).

® (PELAM) Cette procédure, permet d’envisager la
méthode en haute dimension g > n a l'aide de
modifications de la matrice de covariance empirique
(plusieurs procédures existent par ailleurs dans le
domaine de 'estimation de matrices de covariance en
haute dimension).
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Dualité sur proba : enveloppe convexe, full space et
combinaison

Autres voies :

e (EELFS) On applique la procédure standard mais en
recherchant un i, 1(6), avec h, qui est une transformée
bijective de I'espace des 6 pour lesquels il existe une
probabilité empirique Q, atteignant la contrainte,
prennant ses valeurs dans RY. Cette fonction est telle
que 'envelope convexe des points contient ki, (6).

® (Quasi-EL). Combinaison de ¢* : le critére a optimiser
devient une combinaison convexe de deux I,
divergences - x? et Kullback. Revient a pénaliser sur le
pb primal, contrairement aux autres méthodes de
pénalisation qui pénalisent le critére dual. Allie les
avantages des deux divergences.
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Dualité sur les mesures signées : poids négatifs ?

Pour tout 0 < a < 1, on définit une boule empirique de
I'espace des mesures signées dominées par P, centrée en

P,, de rayonr = Xé(lz_a) :
2 1—
Xp(1—a)
Mﬂ(a) = {Qn < Py, nlgo* (anpn) < 7}

Soit Qu(= (gi)i=1,...n) Une probabilité de M, («).
On définit

* Iy ={i,q; > %}

e IF={i0<g <1}

o I, ={i,q: <0}
de cardinaux respectifs NNt N~.
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Dualité sur les mesures signées : poids négatifs ?

Alors, sous les conditions sur ¢ précédentes, pour tout r > 0,

.\V/iGIn, %§q<w

n
e Pourr< 3, viell, = \ngZg%

n

* Pourr > ;
1 2r
rlrel?fql > nmax{(l— N+);O}
(Nt —2r)? 2
T L
iel;
et
. 1—+v2
Viel: n\ﬁ < ;<0
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Dualité sur les mesures signées de masse unitaire

Travailler sur les mesures signées non qualibrées a 1
permet de s'extraire de la sous-couverture ddes a
I'enveloppe convexe des points.

Cette approche permet de conserver la dualité, et d’établir
la convergence du critére vers 'analogue du probléme dual
sur le critere non empirique.



Région de confiance
P

Région de confiance

Si I'on avait Ep, (f(X1,6)) = 0, on aurait alors QY = P, et la
quantité 5,(0) serait nulle.

On recherche Q, telle que la 3,(#) soit petite. Ainsi, on
considérant que tous les 6 satisfaisant cette demande nous
intéressent pour former la région de confiance, on en tire la
forme de cette région.

Cn(ﬁ) = {9 € R1 | EIQH < PH’EQn(/[(XlaG)) =0et nlso* (Qn/Pn) < 77} s

avecP(0 € Cy(n)) =1—a+o(1).
Ainsi

lim P(0 ¢ Cu(n)) = lim P(nB.(0) >n)

n—o00 n—00
= Q.
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